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OPOSICIONES AL CUERPO DE PROFESORES DE ENSENANZA
SECUNDARIA EN LA ESPECIALIDAD DE MATEMATICAS

Castilla .a Mancha 2015

1. Sea la regién R del plano definida por la parte positiva del los ejes coordenados ¥
la curva

VAN

x

IA

=2 0
= 2cosx —
y 2 2

Halla el valor del pardmetro a tal que la curva y = asenx divida la regién I en dos

regiones de igual area.
REscLUCION:

La regidn R limitada por los semiejes positivos v la funcidén y = 2cosx, en el intervalo dado

tiene un Area dada por
, wf2
A?“ea—/ 2cosxdr = [256111:}?2227022.
0

Para hallar los puntos de corte de estas curvas resolvemos el sistema

{ Y= 2coszx

= 2cosx =asenxy = tgx=-—,
Yy =asenx a

luego en el primer cuadrante se cortan para el valor &g = arctg%-

Por tanto el drea que deja por debajo la funcién y = asen z, entre 0 y xg junto con el drea que
deja por debajo la funcién y = 2cosx, entre o y 5, debe sumar una unidad, es decir,

Xo %
/ asen:cd:L‘Jr/ Q2coszdr = 1.
0 o
%

1 =[—acosz|® + [2senz|d, = (—acoszg+ a) + (2 — 2senzy) = a(l — coszg) + 2(1 — senxg).

Integrando tenemos

Calculemos los valores del seno y el coseno a partir del valor de la tangente:

1 4+ g2 5 a?
= = o8ty = ——.
cos2 T a? 4 4 a2

2 5 4 9 4
tgr=— = tgr=— = litge=I1+—
a a a

Como el dngulo estd en el primer cuadrante, seno v coseno son positivos, luego

5. a? a g a? 4+a? —a? 2
COS T = = senx = - = =
Vitar ™ vaia ° V' 4+ 4+ a? 4+a?
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resultando

1_a(1\/4‘1_az>+2<1ﬁ) = 4+a2:a(x/4+—a2—a)+2(x/4+—a2—2),

es declr

Va+a2=+v4+a2(a+2) —a®—4,
o bien,
44 a® = v4+a2(a+1).
Elevando al cuadrado, queda

(4+a)? = (4+a%)(a+1)?
y simplificando, al ser 4 + a? # 0, queda

44> =a>4+2a+1 = 2=3 = a=_

' » _ 3.
Asi que hay una sola solucién que es a = 5

2. Demostrar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacidn:

Para todo nmimero n € N, se puede encontrar un conjunto de n nimeros naturales
consecutivos que no contiene ninguin niimero primeo.

REsoLucion:

La afirmacidn es verdadera. Un razonamiento intuitivo no dice que los niimeros primos estdn
cada vez més alejados unos de otros porque cada vez hay menos. Entre 4000 v 5000 habrd menos
primos que entre 2000 y 3000 porque al buscar divisores entre estos mayores hay més primos entre
los que dividirlos, asi se eliminardn més nimeros en la criba de Eratdstenes y quedardn menos
primos. Por tanto, intultivamente es 1dgico que haya mds espacio entre unos primos y otros a
medida que aumentan los niimeros. Para nimeros suficientemente grandes ese espacio podré ser
tan grande como queramos, intuitivamente es razonable.

Si queremos encontrar 7 mimeros consecutivos que sean compuestos, pensamos que (n + 1)! es
miltiplo de 2, de 3, de 4, . . . y de (n+ 1), asi que si le sumamos a este mimero otros que sean
miltiplos de 2, de 3, de 4, . . . y de (n + 1), obtendremos nimeros que seguirén siendo multiplos
de ellos. Basta con sumarles esos mismos nimeros. Ya tenemos la demostracién.

Dado el niimero n € N, consideramos los nmimeros
(n+1)!'+2, m+1D)+3 m+1D)+4, .., +D+(n+1).

Estos ndmeros son consecutivos, hay exactamente n nimeros, y el primero es multiplo de 2 por ser
suma de dos multiplos de 2, el segundo es mutiplo de 3 por la misma razdn, el tercero es muiltiplo
de 4, y asi sucesivamente, siendo el tltimo miltiplo de (n + 1). Es decir, estos n ntimeros son
compuestos vy consecutivos, no hay ningin primo entre ellos.

Esta es la demostracidn, pero para encontrar cuatro niimeros compuestos consecutivos no seré
necesario ir a los nidmeros (4 + 1) + 2 = 122, es decir, 122, 123 124 y 125, sino que en general
habrd otros antes mds pequenos.
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3. En el tridngulo acutdngulo ABC, AH, AD v AM son, respectivamente, la altura,
la bisectriz v la mediana que parten desde A, estando H, D v M en el lado BC. Si
las longitudes AB, AC y MD son, respectivamente, 11, 8 y 1, calcula la longitud del
segmento DH.

RESOLUCION:

Sea m la mitad del lado BC, como M es el punto medio del lado, se tiene que
m=BM=MC y DH=m—-1-HC.

Necesitamos calcular el valor de m y tener en cuenta que en el tridngulo rectdngulo AAHC es

HC = 8cos C.

Sea b = AD la medida de la bisectriz en el tridngule v sea o el dngulo le\, como se indica en la
figura.

C

H
El teorema del coseno para un dngulo agudo cualquiera es a® = b° + ¢ — 2bccos v, de donde es

B 2 a2
cosqy = ———— .

2bc
Aplicando el teorema del coseno al dngulo a/2 en los tridngulos AABD y AACD se tienen las
relaciones:
a 117 +8 — (m+1)?
cos — =
2 2-11-6 . L8 < 35— (e 19 182 0Pl — 1)
o 82+b27(m71)2 11 8
cos — =
2 2-8.5
luego
8(120 + b° — m? — 2m) = 11(63 +b*> — m? + 2m),
es decir

960 + 8b% — 8m> — 16m = 693 + 116° — 11m* + 22m,

resultando la ecuacidn
3m? —38%m + 267 - 3°=0. (1)
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Aplicamos el tecrema del coseno al dngulo B en el tridngulo AABC v en el tridngule AABD :
L 1124 (2m)? — 82 4m® 57
cos B = —
2-11-2m A4m

- 112+ (m +1)> —b* _ m® +2m +122 - ¥
2:11-(m+ 1) 22(m + 1)
igualando y simplificando por 22 queda
4mZ 4+ 57 B m2+ 2m + 122 — b2
2m m+ 1

de donde se obtiene
Am® + 4m® + 5Tm + 57 = 2m® + 4m® + 244m — 2°m,

es decir
Im® — 18Tm + 57 + 2°m = 0.  (2)

Si aplicamos el teorema del coseno al dngulo O en el tridangulo AABC v en el tridngugulo
NABD, obtenemos esta misma relacién (2).

Multiplicamos la ecuacién (1) por 2m y la ecuacién (2) por 3, con el fin del eliminar el pardmetro
b, resultando

6m> — 561m + 171 + 6b%m = 0.

Sumando estas ecuaciones queda

{ 6m> — 76m> + B34m — 6b>m =0

12m® — 76m> — 27m + 171 = 0,

ecuacién de tercer grado que tiene raices racionales, una obtenida ensayando divisores de 171 entre
divisares de 12, y son
3 -3 19
m=g, m=—, m=
Desechamos la raiz negativa porque se trata de la mitad de la longitud del lado BC. Aplicando
de nuevo el teorema del coseno al dngulo € en el tridngulo AABC se tiene que

. 824 (2m)2 — 112 Am? — 57
cosC = =

2-8-2m  32m
asi que la medida del segmento HC es
~  4m? — 57
HC =8cos(C = oot
4m
v para la raiz m = % resulta
9 — b7 —48
HC = =- .= =8
6 6 ’

que tampoco es vdlida. Para la tltima raiz, m = 1—;, queda

4_%757_4_192757_9_14447513_ 931 49

HC = . = - - 7.
e 9(%2) 1219 12:19 12
El valor que nos piden es, por tanto,
19 49 76— 12 — 49 15 &5
DH=m-1-HC=—-1-—=——— = — = —
3 12 12 12 4
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