MATEMATICAS CEDE CONV. CASTILLA Y LEON 2015.1

OPOSICIONES AL CUERPO DE PROFESORES DE ENSENANZA
SECUNDARIA EN LA ESPECIALIDAD DE MATEMATICAS

Castilla y Ledn 2015

1. Calcular la matriz, en la base candnica, de la transformacién lineal 7' del espacio
real tridimensional tal que:

a) La restriccién de T al subespacio de ecuacién = + ¥ — z = 0 es una homotecia de

razoén 4.
2r+4y+32=0

en si mismo.
z+y+2=0

b) 7" transforma el subespacio {

c) T'(3,0,-1) = (6, -6, 8).
RESOLUCION:

El plano de ecuacidn x + ¥ — 2z = 0 tiene por ecuaciones paramétricas

T=—A+pu
Y= A
z = M

luego una base del plano estd formada por los vectores {(—1,1,0),(1,0,1)}.

Como T es lineal, verifica que T(ﬁ) = ﬁ, que es el centro de la homotecia, luego

T(—1,1,0) = 4(—1,1,0) = (—4,4,0),
T(1,0,1) = 4(1,0,1) = (4,0,4).

Como por la condicidn c) es

7(3,0, 1) = (6, —€,8),

tenemos que resolver el sistema

—T(1,0,0) + T(0,1,0)+ = (~4,4,0)
T(1,0,0) +T(0,0,1) = (4,0,4)
37(1,0,0) —T(0,0,1) = (6, —6,8)

La suma de las dos tiltimas igualdades nos da 47'(1,0,0) = (10, —6, 12), luego 7'(1,0,0) = (%, _73, 3).
Con este dato, en la primera ecuacidn se tiene que
7(0,1,0) = (-4,4,00+ (§,35,3) = (F.4,3)
y de la segunda ecuacidn resulta

T(,0,1) = (4,0,4) - 3. 3.9 = 3.5 1).
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CONV. CASTILLA Y LEON 2015.2 CEDE MATEMATICAS

La matriz de la aplicacidn tiene como columnas las imdgenes de los vectores de la base, luego

A=

wm‘ oo

|
mw\m‘w
— ool

El subespacio dado es una recta vectorial, de ecuaciones

2r+4y+3z2=0 2r+4y+3z=0 2y+z=20
r+y+z=0 20+ 2y+22=10 z+y+z=0

que tiene como base {(1,1, ~2)}. El vector v = (1,1, —2) se transforma por 7" en

5 -3 3
IR : ~
2§ 1 9 4

Este vector pertenece a la recta dada, ya que verifica las dos ecuaciones de la recta. Por tanto, la
condicién b) se cumple como consecuencia de las otras condiciones, siendo por ello redundante.

2. Hallar la parte entera de

11 1
V2 V3T /1000000

RESCLUCION:

Consideramos el intervalo [1,10%] y la particién
l<2<3<--<10°—1<10°%

Consideramos la funcién f(z) = ﬁ que es continua en ese intervalo, v por tanto integrable, v es
decreciente. Las sumas de Riemann para esa funcidn v la particidén dada verfican que

1
§ = —= ey e o ==,

1 1 1 <f1061 1 1
V2 /3 106~ Jy «f ﬂ V2 108 —1

La diferencia entre estas sumas es

Por otra parte, el valor de la integral es
108 108 o
f —dm / z 2z = [22Y/7) (\/10 ﬁ) = 2(1000 — 1) = 1998

y se verifica que

s<1998 <S8  yque s=S5—0,099 > 1998 — 0,099 > 1997.
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Por tanto, el valor de s est4 en el intervalo (1997, 1998).

Como la suma pedida es
! + ! + ! + !
VIiov2 V3 V108

y tenemos que 1 + s € (1998, 1999), la parte entera del nimero pedido es 1998.

=1+s

3. a) Hallar la ecuacién del lugar geomeétrico de las rectas que se apoyan en la
2 2
4y =1

=0
U, y en la recta r = { Z_ | ¥ son paralelas al plano

circunferencia C' = {

x = 0.

b) Calcular el volumen determinado por la superficie del apartado anterior y el plano
z =0

RESOLUCION:

a) Sea P = (k,0,1) un punto genérico de la recta r. Las rectas del lugar deben pasar por el punto

Py por un punto A = (k,v/1 — k2,0), o bien por el punto P y por un punto B = (k, —v/1 — k2,0).

En el primer caso un punto genérico del lugar serd
(z,y,2) = (k,0,1) + A0, V1 — k2, —1),
donde se ha elegido que pase por Py tenga por vector de direccidn el vector PA.

Z|

Escribiendo las paramétricas y hallando la ecuacidn implicita del lugar quedas:

x=Fk
_ —73 r==F _ 1 — 2
v WIE e | v

En el segundo caso el lugar serd
(m,y,z) = (kzoz 1) + ,LL(O, v 1 - kz: 71)7

por tanto resulta:

r=Fk
_ —s r=k o g
S o g
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En conclusién, el lugar geométrico buscado estd dado por la ecuacién

y==x(1-2)V1—22

b) Cortando el lugar geométrico con el plano x = k, k € [—1, 1], se tiene un tridngulo cuya drea es
1
A(k:):§-2\/1—k2-1:\/1—k2.

Podemos hallar el volumen por secciones, con el cambio trigonométrico x = sent, resultando

1 1 m/2 w/2
V = / Ax)dr = / V1—2%de = V1 — sen?t costdt = / cos® tdt =
-1 -1 —m/2 —m/2
/2 1], 1 " 1m m m
- g} 26)dt = - |t + ~sen2t :—(— 0 ——o):—-
/_W/2 (1 + cos 2t)c 5 [ + 5en ]F/Q 5 (3 +0+ 5 5

4. Calcular la probabilidad de que al elegir aleatoriamente tres puntos A, B y C sobre
una circunferencia, los tres estén situados en un mismo arco de 90°.

RESOLUCION:

Sin perder generalidad podemos suponer que uno de los puntos corresponde a 0°. Llamemos x, y
a los dngulos correspondientes a los otros puntos. El espacio muestral estd formado por los valores
x,y comprendidos en el intervalo [—m;7]. Las condiciones del problema exigen que se cumplan
simultdneamente las condiciones
T

—y| <

™
ol<2 i<

o

Representando los puntos posibles y los que cumplen estas condiciones, que pueden verse en la
figura,

x| y=x+3

7

s
'
’y:x_

nla

e - o - ——

y utilizando la regla de Laplace para probabilidades geométricas, se tiene que

P(mismo arco de 90°) = P <_T7T <z <0,

+P(0§x§g,x—g§y§

T
2
Area sombreada 333 3
Area total ~ 4n? 16
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